5. IPOTEZELE STATISTICE
DIMENSIUNEA ESANTIONULUI

J Testarea ipotezelor statistice
»~ definitie, etape, formula generala a unui test statistic
» nivelul de semnificatie

» tipurile de erori care apar

J Determinarea volumului esantionului de studiu pentru estimarea mediei unei
populatii

J Determinarea volumului esantionului de studiu pentru estimarea proportiei unei
populatii
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OBIECTIVELE CURSULUI

La finalizarea acestui capitol, studentul va fi capabil sa:

08-1: sa inteleaga cum sa formuleze corect ipotezele nula si alternativa in

cadrul unui test de verificare a ipotezelor statistice structurat

08-2: sa inteleaga conceptele de eroare de tip | si eroare de tip Il

08-3: s calculeze volumul esantionului de studiu pentru estimarea mediei
. unei populatii | | |

08-4: sa calculeze volumul esantionului de studiu pentru estimarea

proportiei unei populatii
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INTRODUCERE

Similar cu situatia estimarii prin interval de incredere a valorilor parametrilor unei populatii

(media, proportia, varianta, coeficientul de corelatie, etc.) prezentata in cursul anterior si in cazul

testarii ipotezelor statistice se urmareste obtinerea unei concluzii referitoare la o anumita populatie
supusa studiului prin examinarea unui esantion reprezentativ extras din aceasta.

In procesul complex de luare a deciziilor in cadrul oricirui domeniu de activitate, personalul

implicat trebuie sa gestioneze cat mai eficient incertitudinea, neputand fi siguri niciodata de faptul ca

ternative posibile.

Intr-o manierd simplificata,
putem privi o ipoteza drept o
afirmatie privitoare la parametrii
uneia sau mai multor populatii care
prezinta interes din diferite
perspective. De exemplu:

decizia pe care o luam este ,, absolut” corecta.
toate acestea, se poate dezvolta un set de reguli care sa ne poata ajuta sa controlam si astfel
inimizam probabilitatea de a comite o eroare in alegerea solutiei optime din mai multe

Managerul unui spital poate formula o ipoteza potrivit careia durata
medie a internarii pacientilor dintr-un spital este de 4 zile;

Un medic specialist poate formula o ipoteza despre faptul ca, un
anumit medicament poate fi eficient pentru 90% dintre pacienti;

O companie petroliera afirma faptul ca aditivul pe care il utilizeaza
este asociat cu o scadere a consumului de combustibil cu 10%;

Un profesor le comunica studentilor sai faptul ca participarea la peste
trei sferturi din activitatile de curs pe parcursul semestrului conduce la
o crestere a notei finale la examen cu 15%.
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TESTAREA IPOTEZELOR STATISTICE

Pentru o intelegere mai buna a fenomenului, ne putem gandi la studiul eficientei unui
medicament nou prin compararea rezultatelor obtinute in grupurile de control si de tratament.
Astfel, procedura de testare a ipotezelor statistice ne poate furniza informatia potrivit careia efectul
medicamentului observat la nivelul esantionului studiat este probabil sa se regaseasca si la scara
intregii populatii din care acesta a fost extras. Acest aspect este foarte important pentru ca nu ne
dorim sa utilizam pe scara larga medicamentul, daca el este eficient doar raportat la pacientii din
lotul analizat ci avem nevoie de dovezi ca va fi eficient pentru intreaga populatie de referinta.
Procedura de testare a ipotezelor statistice ne ofera posibilitatea sa putem formula aceste concluzii
despre populatiile statistice in ansamblul lor.

A) IPOTEZELE STATISTICE reprezinta o serie de presupuneri despre parametrii unor populatii, care
sunt formulate in asa fel incdt sa permita o evaluare corespunzdatoare utilizdnd metode statistice
adecvate.

Primul pas in procesul testarii ipotezelor statistice este reprezentat de formularea ipotezei nule
despre parametrul / parametrii unei / unor populatii (H,). Ipoteza nula este cunoscuta drept ipoteza
absentei diferentelor, fiind utilizatd in scopul expres de a fi discreditati. In consecintd, varianta
diametral opusa a ceea ce doreste sa dovedeasca echipa de cercetare va fi folosita ca enunt al

ipotezei nule.
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Ne putem gandi la ipoteza nula ca reprezentand teoria clasica (implicita) care necesita dovezi
suficient de solide, furnizate de esantionul supus studiului nostru, pentru a putea fi in consecinta
respinsa. De exemplu, in situatia cand comparam mediile a doua populatii, ipoteza nula afirma
faptul ca diferenta dintre cele 2 medii este egala cu zero, sau, cu alte cuvinte, populatiile supuse
analizei nu sunt diferite.

in cadrul procesului de testare, ipoteza nuli poate fi respinsa sau nu. In situatia cand H, nu

este respinsa vom putea afirma ca , datele care stau la baza testului nostru nu aduc suficiente
dovezi in sprijinul respingerii ipotezei nule”. Atunci cand analiza furnizeaza suficiente probe care
conduc la respingerea ipotezei nule vom spune ca datele nu sunt compatibile cu ipoteza nula dar
in alte ipoteze.
Ipoteza alternativa (H,) reprezinta o afirmatie despre care vom crede faptul ca este adevarata
n situatia cand analiza datelor la nivel de esantion ne va determina sa respingem ipoteza nula. De
cele mai multe ori ipoteza alternativa coincide cu ipoteza cercetarii, presupunerea de baza care
motiveaza si sustine procesul creator in majoritatea studiilor stiintifice.

Trebuie precizat faptul ca procesul de testare a ipotezelor statistice in particular si chiar
inferenta statistica in general nu conduc catre dovedirea vreunei ipoteze, ci doar indica situatia in
care o anumita ipoteza statistica este sustinuta sau nu de datele disponibile la nivel de esantion.
Atunci cand esuam in a respinge ipoteza nula nu afirmam ca aceasta este adevarata ci ca ,ar putea
fi adevarata”.
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B) TESTUL STATISTIC reprezinta un indicator care poate fi calculat pe baza datelor din esantion.
Exista un numar enorm de valori pe care un test statistic le poate avea, fiecare dintre acestea
depinzand de esantionul particular care a fost extras. in functie de nivelul concret pe care il
inregistreaza, prin comparatie cu valoarea tabelata corespunzatoare tipului de repartitie, testul
statistic serveste ca element de baza in luarea deciziei de a respinge sau nu ipoteza nula.

Statistica de esantion — Parametrul populatiei

Testul statistic = o .
Eroarea standard a statisticii de esantion

QO cu varianta (0%) cunoscuti, testul statistic utilizat pentru
testarea ipotezei nule Hy: u = ug este:
_X— Ny
Exemple de teste statistice O o/\n
(pentru media unei anumite care, atunci cand H, este adevarata, urmeaza o distributie
populatii - esantionul a fost B normala standard
extras dintr-o populatie O cu varianta (6%) necunoscut3, testul statistic utilizat pentru
normal distribuita): testarea ipotezei nule Hy: u = ug este:
- X — Ho
s/Vn
care, atunci cand H este adevarata, urmeaza o distributie
Student cu n — 1 grade de libertate
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in fiecare caz in parte (t, z, X?, etc.), distributiile statistice de sondaj aferente presupun
faptul ca ipoteza nula este corecta pentru populatia din care am extras esantioanele in mod
aleatoriu. In scopul de a evalua cit de compatibile sunt datele obtinute la nivelul de
esantionului nostru cu ipoteza nula H, trebuie sa pozitionam valoarea calculata a testului
statistic in distributia sa de sondaj si sa determinam cat de neobisnuita este aceasta. Dupa cum
am prezentat in cursurile anterioare, distributiile t, z, X?sunt distributii probabilistice pe care le
putem utiliza pentru a calcula diferite probabilitati pentru regiunile situate intre curbele

respective si axa absciselor.

resupunem ca avem o statistica (media) calculata la
ivelul unui esantion (n = 21) care urmeaza o distributie
probabilistica t (Student) cu n — 1 = 20 grade de libertate.
Distributia este centrata in jurul valorii 0, deoarece
presupune ca ipoteza nula H, a absentei diferentelor
este adevaratd. In situatia cdnd H, este adevarat3,
studiul nostru va genera cel mai probabil o valoare a
statisticii t, calculata la nivelul esantionului, apropiata de
zero, sansele de a obtine valori t mai indepartate de zero
(in ambele sensuri) fiind mult mai reduse.

Distributiile Student cu 2, 5 si 30
grade de libertate

0.40

0.30

0.20

0.10

0.00
-4.00 -3.00 -2.00 -1.00 0.00

—2df
—5df
—30df

1.00 2.00 3.00 4.00
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0.45 Distributia t (df = 20)

Consideram ca am obtinut la nivelul S

esantionului o valoare t = 2 in urma studiului 035
ipotetic si dorim sa vedem in ce masura datele 0.30
din esantion se ,,suprapun” peste ipoteza nula. 025

. . . . v v 0.20
Din analiza graficului observam faptul ca, e

considerand ca ipoteza nula este adevarata, 016
distributia Student ne indica ca t = 2 nu este una 0.05

dintre cele mai probabile valori pe care le-am 0.00
. -4.00 -3.00 -2.00 -1.00 0.00 1.00 200 3.00 4.00
putea obtine.

Valoarealui t

P=0,0296

P=0,0296

Rezulta ca valoarea t = 2 se obtine destul de rar atunci cand ipoteza nula este adevarata.
Ne intereseaza insa cat de rara este aceasta valoare, scopul nostru final fiind reprezentat de
evaluarea ,nivelului de raritate” al valorii t, calculata pentru esantionul nostru, in scopul de a
putea in final justifica respingerea ipotezei nule pentru intreaga populatie din care acesta a fost
extras. Astfel, avem nevoie sa cuantificam probabilitatea observarii valorii calculate t.

Tn acest exemplu, avem un test ,,t” bilateral care ne permite si evaludm situatiile in care
media esantionului este mai mare sau mai mica decat valoarea de referinta. Graficul distributiei
Student indica faptul ca ambele regiuni (—co; —2) si, respectiv, (2; +c0) evidentiaza fiecare o
probabilitate de 0,0296, dintr-un total de 0,0592. Astfel, valorile testului t se incadreaza in
aceste regiuni aproximativ 6% din timp atunci cand ipoteza nula este adevarata.
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in situatia testelor bilaterale (Hy: efectul este egal cu zero si
H,: efectul nu este egal cu zero) se pot detecta atat efectele
negative cat si cele pozitive, aceasta categorie de teste reprezentand
un standard in procesul de cercetare stiintifica, unde descoperirea
oricarui tip de efect este de obicei de interes pentru echipa de

cercetare. '

C) DIMENSIUNEA EFECTULUI: reprezinta diferenta dintre valoarea parametrului populatiei si cea
din ipoteza nula H, sau dintre valorile parametrilor a doua sau mai multe populatii. De
exemplu, diferenta medie dintre rezultatul obtinut in urma utilizarii unui medicament in grupul
de tratament si in grupul de control.

Ex: Daca presupunem faptul ca media unui grup este 15 si media celuilalt grup este 7, atunci
efectul brut este 15-7=8. In practica, intalnim si forma standardizata a efectului pentru diferenta
mediilor a doua populatii (Cohen’s d), care se obtine prin raportarea diferentei prezentate
anterior la deviatia standard comuna, de obicei estimata in baza unor studii pilot sau preluata din
rezultatele altor cercetari similare realizate anterior. Dimensiunea defectului reprezinta acea
diferenta clinica relevanta, care poate determina un medic sa-si modifice sistemul de tratament.
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D) VALOAREA CRITICA A TESTULUI: reprezintd acele valori care separd regiunea/regiunile de
respingere de cea de , acceptare” si ne arata cat de ,,extrema” trebuie sa fie valoarea testului

Ex: In situatia unui test z bilateral, cind dorim ca
probabilitatea de a respinge ipoteza nula
adevarata sa fie 5% (a = 0,05), o parte a lui a va
fi asociata cu valorile foarte mici si o parte cu
valorile foarte mari. in consecinti, vom imparti
valoarea nivelului de semnificatie « in doua parti
gale, fiecare fiind a/2 = 0,025. Astfel, in cazul
distributiei normale, dorim sa determinam acea
valoare a lui z la dreapta careia se situeaza 0,025
sau 2,5% din aria situata sub graficul distributiei
sau valoarea lui z care delimiteaza in partea stanga
0,975 sau 97,5% din suprafata cuprinsa intre ea si
— 0o, Din tabelele cu distributia normala redusa
citim valoarea lui z corespunzatoare (z = 1, 96).
Functia Excel: =NORM.S.INV(0.975)

statistic determinat la nivel de esantion, atunci cdnd ipoteza nula este adevdrata, pentru ca
probabilitatea de a obtine o valoare similara sau mai mare sa fie «.

Distributia normala

0.35

bilateral
0.30
0.25
0.20
0.15
840 P=0,025
0.05
0.00
O N O 1N O WM O WMO WMO W OWOWwWwOouwm
FomagfGddggocSHdnNamM
z=-196 z=1,96

Similar, obtinem z = —1, 96 (probabilitatea
obtinerii unei asemenea valori sau a uneia
mai mici este egala cu 0,025
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E) REGULA DE DECIZIE
Toate valorile posibile pe care le poate
inregistra un test statistic sunt puncte situate pe
axa orizontala a graficului distributiei de sondaj
a acestuia, care sunt impartite in doua grupuri:
» regiunea de respingere: cuprinde valorile 0-20
testului statistic (z, t, F, etc.) care sunt cel 015
mai putin probabil sa apara, atunci cand o.10
ipoteza nula (H,) este adevarata; 0.05
» regiunea de ,acceptare”: cuprinde valorile .0
testului statistic care apar cel mai probabil in
situatia cand ipoteza nula ( H, ) este
adevarata.

0.40
0.35
0.30
0.25

Ex: Continuand pe linia exemplului anterior, regiunea noastra de respingere cuprinde toate
valorile testului statistic (z) mai mari sau egale cu 1,96 si mai mici sau egale cu -1,96. Regiunea
de ,,acceptare” va cuprinde toate valorile cuprinse intre -1,96 si 1,96. Astfel, regula de decizie
ne indica sa respingem ipoteza nula (Hg) in cazul in care valoarea testului statistic calculata pe
baza datelor din esantion apartine regiunii de respingere si sa nu respingem ipoteza nula daca
valoarea testului se situeaza in regiunea de ,,acceptare”.
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F) NIVELUL DE SEMNIFICATIE («): ne indica cat de relevante trebuie sa fie probele evidentiate la
nivel de esantion pentru a putea concluziona faptul ca efectul determinat pentru acesta exista si
la nivelul intregii populatii din care el a fost extras. El specifica in ce masura probele obtinute la
nivelul esantionului trebuie sa contrazica ipoteza nula pentru a putea respinge H, pentru
intreaga populatie. Acest standard reprezinta probabilitatea respingerii unei ipoteze nule
adevarate sau probabilitatea de a afirma ca exista un efect (o diferenta, o corelatie, o asociere)
cand de fapt acesta nu este prezent in populatie.

Ex: Un nivel de semnificatie « = 0, 05 semnifica un risc de 5% de a lua decizia ca un anumit
exista la nivel populational cand in realitate acesta este inexistent. Deoarece respingerea
unei ipoteze nule adevarate reprezinta o eroare este necesar minimizam probabilitatea
comiterii acesteia. In consecinta, valorile cel mai des intalnite in practicd pentru a sunt 0,01,
0,05 si 0,10.

G) VALOAREA (p): indica nivelul de relevanta al probelor analizate la nivel de esantion impotriva
ipotezei nule Hg, cu alte cuvinte in ce masura datele din esantion au puterea de a contrazice
ipoteza nula. Valoarea lui p reprezinta probabilitatea de a obtine la scara intregii populatii
efectul observat la nivelul esantionului sau un efect mai important, in situatia cand ipoteza nula
H, (care afirma faptul ca nu exista nici un efect) este adevarata. Astfel, valoarea p reprezinta
valoarea minima a nivelului de semnificatie a pentru care putem respinge ipoteza nula.
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in situatia in care p < a , putem respinge ipoteza nula si in consecintd putem afirma faptul c3
rezultatele studiului nostru sunt ,semnificative statistic”. Altfel spus, datele din esantionul
analizat sustin ipoteza alternativa H,, potrivit careia efectul observat este prezent si in cadrul
populatiei generale. Atunci cand valoarea lui p este superioara nivelului de semnificatie a (p >
a), datele obtinute la nivel de esantion nu aduc suficiente dovezi pentru a concluziona faptul ca
efectul exista in populatia studiata. Desi la prima vedere afirmatia ,,nu am reusit sa respingem
ipoteza nula” implica o dubla negatie trebuie sa evitam formularea acesteia sub forma
,acceptam ipoteza nuld”, deoarece nu putem dovedi o negatie, probele insuficiente nefiind o
dovada a faptului ca ceva nu exista. Nu am reusit sa dovedim ca efectul exista, acesta ar putea
exjsta, dar studiul nostru nu a reusit sa-I evidentieze.
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H) TIPURI DE ERORI

Asa cum am vazut anterior, datele analizate la nivel de esantion trebuie sa aduca suficiente
dovezi pentru a putea respinge ipoteza nula H si, in consecinta, a putea concluziona ca efectul
observat in esantion exista si la nivelul populatiei din care acesta a fost extras.

Intr-o situatie ideald, un test de ipotezd nu conduce la respingerea ipotezei nule atunci
cand efectul nu este prezent la nivel populational si respinge H in situatia cand efectul exista.

In realitate ins3, in procesul de testare a ipotezelor, statisticienii se confrunta cu doua tipuri
de erori, numite erori de tipul | si erori de tipul II, ambele fiind relationate cu concluzii incorecte
prytoare la ipoteza nula H,.

REZULTAT TEST RESPINGEM NU RESPINGEM
SITUATIE DE FAPT IPOTEZA NULA H|, IPOTEZA NULA H|,
y . . EROAREDETIPI (« DECIZIE CORECTA (1 — «
IPOTEZA NULA H, ESTE ADEVARATA . (@) ( )
(fals pozitiv) (nu avem efect)

DECIZIE CORECTA (1 — B) EROARE DE TIP Il (B)

IPOTEZA NULA H, ESTE FALSA o ,
(efectul exista) (fals negativ)
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ERORILE DE TIP | (valorile fals pozitive): desi atunci cand obtinem o valoare p inferioara nivelului
de semnificatie fixat a consideram ca rezultatele studiului nostru sunt semnificative statistic, ne
putem situa in situatia comiterii unei erori de tip I, adica efectul observat la nivel de esantion nu
se regaseste in cadrul populatiei generale. Atunci cand ne situam in aceasta ipostaza nu suntem
in mod obisnuit avertizati in nici un fel. Erorile de tip | se datoreaza erorilor de sondaj, esantionul
nostru supraestimand efectul studiat din pura intamplare. Chiar daca nu putem distinge care
dintre studii au rezultate fals pozitive, cunoastem in schimb rata de aparitie a erorilor de tip |,
care este egala cu nivelul de semnificatie al testului statistic (). Valoarea setata pentru a tine de
cét}e mult suntem dispusi sa riscam aparitia unei valori fals pozitive.

in situatia cand stabilim nivelul de semnificatie « = 0, 05, iar ipoteza nuld H,
este adevarata, exista o sansa de 5% ca testul nostru sa respinga Hy in mod
incorect sau sa comitem o eroare de tip | (rata fals pozitivilor este de 5%). .

ERORILE DE TIP Il (valorile fals negative): in situatia in care aplicam un test de ipoteza si valoarea
p este mai mare decat nivelul de semnificatie a, rezultatele noastre nu sunt semnificative
statistic, esantionul analizat nefurnizand suficiente dovezi ca efectul studiat exista in populatia
generala. Cu toate acestea, exista o sansa ca efectul sa fie prezent in cadrul populatiei, cu toate ca
rezultatele testului statistic aplicat nu sustin aceasta ipoteza. Aceasta situatie apare in practica
atunci cand ne confruntam cu o eroare de tip Il (B).
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In contrast cu situatia erorilor de tip |, a care apar doar ca urmare a erorilor de sondaj, in
situatia erorilor de tip Il avem mai multi factori cauzali (esantioane de volum mic, efecte de
dimensiuni reduse, un grad mare de variabilitate). in plus, in mod diferit fata de erorile de tip |,
in cazul erorilor de tip Il nu exista posibilitatea stabilirii de la inceput a unui nivel standard, ci
doar estimarea valorii acestora anterior inceperii studiului prin aproximarea proprietatilor
ipotezei alternative (H).

Rata erorilor de tip Il (B) reprezinta probabilitatea obtinerii unui rezultat fals negativ al
testului statistic. In mod firesc, inversul erorilor de tip Il reprezinti probabilitatea detectarii
unui efect in mod corect sau puterea testului statistic (1 - B).
uterea unui test statistic este influentata in mod direct de trei factori: dimensiunea
esantionului, nivelul variabilitatii existent in populatie si dimensiunea efectului analizat.

Trebuie sa tinem cont de faptul ca nivelul variabilitatii (deviatia
standard a populatiei) si dimensiunea efectului existent in populatie
reprezinta doar aproximari si presupuneri si, in consecinta, puterea testului
si rata erorilor de tip Il sunt si ele doar valori estimative si nu ceva ce putem
alege in mod direct, ca in cazul nivelului de semnificatie a. '

Elementul cel mai important prin care putem controla efectul erorilor de tip Il este
reprezentat de DIMENSIUNEA ESANTIONULUI = prin cresterea volumului esantionului de lucru
reducem rata de aparitie a erorilor de tip Il si implicit majoram puterea testului utilizat.
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DETERMINAREA VOLUMULUI ESANTIONULUI DE
STUDIU PENTRU ESTIMAREA MEDIEI UNEI POPULATII

n fiecare situatie in parte, atunci cand lucrdm cu esantioane si nu cu populatiile generale din
care acestea provin, este foarte important sa avem siguranta faptului ca esantionul are o
dimensiune optima si reprezinta in mod adecvat intreaga populatie. Daca nu tinem cont de aceste
doua aspecte fundamentale, rezultatele obtinute in urma prelucrarii datelor la nivel de esantion nu
pot fi generalizate pentru populatia care face obiectul studiului nostru.

Scopul principal al calcularii volumului optim al
esantionului in cazul unui studiu clinic este reprezentat de
determinarea numarului necesar de participanti pentru a fi
masura sa detectam un efect (o diferenta, o asociere, o
corelatie) relevant in cazul unui tratament clinic. Utilizarea
unui esantion de volum superior celui necesar pentru a
obtine rezultatele dorite reprezinta o modalitate de irosire
in mod inutil a resurselor, in timp ce, la popul opus,
esantioanele de volum prea redus tind deseori sa genereze
rezultate fara o utilitate practica.

POPULATIE
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Vom prezenta in continuare o modalitate simpla de determinare a volumului

esantionului de lucru necesar pentru estimarea mediei
continue. Dupa cum am detaliat in cursul anterior pr

unei populatii, in cazul unei variabile
ivitor la estimarea parametrilor unei

populatii si intervalele de incredere, obiectivul principal in cadrul procesului de estimare este

reprezentat de obtinerea unor intervale de variatie cat

mai inguste in care sa avem incredere

(de obicei 1 — a = 95%) ca se afla valoarea adevarata dar necunoscuta a parametrului de

interes, in cazul nostru media populatiei generale.

Conform teoremei limita centrala, in situatia cand volumul esantionului este mare (n = 30)
distributia de sondaj a mediilor esantioanelor poate fi aproximata printr-o distributie normala

avand media u si deviatia standard o /+/n.

f(z2)
X—Uu X—U 0.4 -
Ziz =
O% o/\n 03~
0.2
—Z, a<Zx < Z,  «a
1-3 * 1-3 0.1 -
X id <pu<x+ i
X—Z, a-——< U< XTZ,6 a*'—— 0-
177 Vn 177 Vn

Vdloarea z; corespunzatoare mediei esantionului x extras din populatia generala cu media u:

Probabilitatea de estimare a intervalului de incredere este 95%

P(z < —-1,96)

o P(z >1,96)
5 0,025

a

P(-1,96<2z<1,96) =1—a=0,95
=5=10,025

Distributia normala standard (u, = 0sio, = 1)

Viorel Tarca - STATISTICA |



Volumul esantionului se determina punand conditia ca jumatate din dimensiunea intervalului de

confidenta pentru media populatiei generale (z,_« - -

a \/ﬁ) sa fie mai mica decat eroarea maxima
2

admisa de specialisti (d).

o
. A4 L z, a-—=d

Eroarea maxima admisa (d) in cadrul fiecarui 2 \n

studiu este stabilita anterior de catre echipa de rezulta:

cercetare, aceasta reprezentand diferenta
maxima acceptata intre valoarea parametrului
populatiei generale (u) si valoarea estimatorului
sau’punctual, calculat la nivel de esantion (Xx).
ectuand calculele, rezulta: y—-x<d >

n>z>
1_

2

o
2

z, _a-—=d = n=z: q-
1= n -7 d?

x—d U x+d
Ex 1: Tn urma unui sondaj realizat in orasul lasi in anul 2023, in care au fost intervievati 36 de
posesori de telefoane iPhone, a fost obtinut un pret mediu de achizitie de x = 600 EUR pentru

un telefon. Conform unor cercetari anterioare, se cunoaste deviatia standard a populatiei
o = 60 EUR.
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Se cere:

a) sa se determine un interval de incredere, garantat cu o probabilitate de 95%, pentru pretul
mediu de achizitie al unui iPhone in anul 2023 pentru intreaga “populatie de proprietari” ai
acestui tip de telefon din oras;

Pentru un nivel de incredere: 1 — o = 95% avem z;_,, = 1,96

Cunoastem volumul esantionului n = 36, valoarea pretului mediu calculat la nivel de
esantion x = 600 EUR si deviatia standard a , populatiei” o0 = 60 EUR. Intervalul de incredere
pentru media populatiei i (pretul mediu al unui iPhone in orasul studiat) se determina dupa
formula:

o o
X—z =S U=SX+1Z « —
-5 Vn - F 15 Vn
inlocuind, obti 600 — 1,96 60< <600+ 1,96 60 = 580,40 < u < 619,60
nlocuind, obtinem: —1,96-—<u < ,96 - — 40 < u < ;
V36 # V36 i

b) sa se calculeze volumul esantionului necesar pentru a estima pretul mediu al unui iPhone cu o
eroare maxima admisa de 10 EUR (1 — « = 95% avem z,_, ; = 1,96);
2 6 2

0
n > z° a-a—:»nz(l 96)% - — = n > 138,29
1-3  d2 ’ 102 ’
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c) sa se calculeze si sa se evidentieze din punct de vedere grafic variatia volumului esantionului
pe masura cresterii erorii limita d, in cadrul unui interval valoric cuprins intre 2 si 30 (& = 5% si
o = 60 EUR raman nemodificate);

[ Pentru o eroare maxima admisibila d = 2 EUR,
volumul esantionului va fi: 3500 Volumul esantionului

500 -

0'2 602 3458
ia d2=>n>(196)2 2—:>n>34_57 _§30007
2 c
A P 5. 2500 -
U Pentru o eroare maxima admisibila d = 3 EUR, ¢
volumul esantionului va fi st
2 o” 2 S 1500 -
— =n=>(1,96)?—-=n>1536 32
13 d 2 1000 -
:
s

36 30 25 21 19 16

[ Pentru o eroare maxima admisibila d = 30 EUR,
volumul esantionului va fi:

2 4 6 8 1012141618202224262830

2 2 60 Eroarea maxima admisa
n=>z: qg-—>=nz=(1,96) -ﬁ:>n> 15

Pe masura cresterii erorii limita de la valoarea 2 la valoarea 30, volumul esantionului se diminueaza
y,dramatic” de la 3458 la doar 16 persoane.
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d) sa se calculeze si sa se evidentieze din punct de vedere grafic variatia volumului esantionului
pe masura cresterii nivelului de incredere (1 — «a), in cadrul unui interval valoric cuprins intre 90

J Pentru un nivel de incredere: 1 — a = 90% avem
Z1_q/2 = 1,64 sid = 10 EUR, volumul esantionului:
2 602

n > z* a-—=>n2(1,64)2-W=>n298
2

U Pentru un nivel de incredere: 1 — a = 919% avem
Z1—a2 = 1,70 si d = 10 EUR, volumul esantionului:

2 2
2 o 2 60
n221—g'_d2 = n = (1,70) ‘1oz = N =104

J Pentru un nivel de incredere: 1 — a = 99% avem
Z1_q/2 = 2,58 si d = 10 EUR, volumul esantionului:
o’ 602
>z ¢ —==n>(2,58)2% — =n > 240
A T 102 7

Persoane selectate in esantion

240
220
200
180
160
140
120
100

80

si 99 (eroarea maxima admisa d = 10 EUR si 0 = 60 EUR raman nemodificate);

Volumul esantionului
240

111

98 104

0.88 090 092 094 096 0.98 1.00

Nivelul de incredere

Viorel Tarca - STATISTICA |



e) sa se calculeze si sa se evidentieze din punct de vedere grafic variatia volumului esantionului
pe masura cresterii deviatiei standard a populatiei de la 20 EURIa 110 EUR (¢ = 5% sid = 10
EUR raman nemodificate).

d Pentru un nivel de incredere: 1 —a =95% avem

Zi—q/2 =1,96, d =10 EUR si g =20 EUR volumul - Volumul esantionului P
. . . 2 0-2 2 202 450 i
esantionuluivafii n>z; « - > =>n>(1,96)"-— = ¢
' 1-3 a? 107 2 400 -
c
n=>16 g. 350 - 385
un nivel de fincredere: 1—a =95% avem 5 300 -
. & 250 -
Lajz = 1,96, d =10 EUR si 0 =25 EUR volumul % 500
o )
2 2 1z
: - ; o 25 |
esantionului va fi: n > 2% «+ > =n>(1,96)% . = = ¢ 150
' 1-5 d? 102 :
2 o 100 - o7
n =25 & 50 - -
16 36
............................... o I | | | |
0 25 50 75 100 125

[ Pentru un nivel de incredere: 1 — a = 95% avem
Zi_q2 = 1,96,d = 10 EURsi 0 = 110 EUR volumul

2 2
2 () 2 110
.« — > .
e @ =nz 1,962 15

Deviatia standard a populatiei

esantionuluivafi:n > z

n =466
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DETERMINAREA VOLUMULUI ESANTIONULUI
PENTRU ESTIMAREA PROPORTIEI UNEI POPULATII

Metoda de determinare a volumului esantionului necesar pentru estimarea proportiei unei
populatii este similara cu cea prezentata anterior in cazul estimarii mediei.

Volumul esantionului se determina punand conditia ca jumatate din dimensiunea intervalului de
confidenta pentru media populatiei generale (z,_« - 0,) sa fie mai mica decat eroarea maxima
2

admisa de specialisti (d).

in situatia cand volumul esantioanelor este suficient de mare (n-p =5 si
- (1 — p) = 5) distributia de sondaj a tuturor proportiilor esantioanelor de
olum n extrase dintr-o populatie de volum N tinde catre repartitia normala.

Dacd populatia generald (N) are o proportie 7 si 0 = /- (1 —7),
atunci distributia de sondaj a proportiilor tuturor esantioanelor de o - (1— 1)
volum n extrase aleator din aceasta are de asemenea o medie a 0y = e =
proportiilor 7t si o eroare standard a proportiilor SEP (deviatie standard

a distributiei de sondaj a proportiilor esantioanelor o), ) egala cu:
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n.(l_n):n>zz .n-(l—n)

d>z, a-0,>d>2Z, a- = a
= 1-5 n 1-5 d?
Formula anterioara este utilizata in situatia cand populatia studiata n A n
are un volum foarte mare sau infinit. Atunci insd cand populatia corectay 140 1

are un volum finit, notat cu N, se aplica o corectie valorii n:

Pentru determinarea practica a volumului esantionului avem
nevoie sa cunoastem proportia ™ din populatia generala.
Aceasta poate fi estimata in urma efectuarii unui studiu
pilot. In situatia in care nu putem obtine un estimator
pentru proportia populatiei putem realiza o aproximare prin
adaos, utilizand valoarea i = 0, 5, pentru care produsul T -
(1—-m =0,5:-0,5= 0,25 inregistreaza nivelul maxim.

Astfel, chiar daca nu cunoastem valoarea proportiei din
populatia generala putem determina volumul esantionului de
studiu, care va avea in acest caz o dimensiune usor crescuta.

N

0,10 * 0,90 = 0,09
0,20 * 0,80 = 0,16
0,30 * 0,70 = 0,21
0,40 * 0,60 = 0,24

0,60 * 0,40 = 0,24
0,70 * 0,30 = 0,21
0,80 * 0,20 = 0,16
0,90 * 0,10 = 0,09

In consecint3, n situatia in care valoarea proportiei populatiei va fi diferita de 0,50 precizia

estimarii va fi superioara celei anticipate.
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